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Die Bedeutung des Energievergleiches fiir die Giite
einer Niherungslosung

Von H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 598—602 [1961] ; eingegangen am 22. Februar 1961)

Es werden die verschiedenen Giiteteste an Naherungsansédtzen diskutiert und gezeigt, dafl der
Energievergleich kein ausreichendes Kriterium fiir die Giite einer Wellenfunktion ist. Unter Ver-
wendung der lokalen Energie wird ein Variationsverfahren hergeleitet, welches mit einer allgemei-
neren Giitedefinition zusammenhédngt und in erster Ndherung bessere Erwartungswerte zu liefern
vermag als dies mit Hilfe der Energievariation moglich ist.

Die meisten Berechnungen der Wellenfunktionen
von Atomen und Molekiilen basieren auf dem Ener-
gieminimumprinzip, in welchem die normiert ange-

setzten Naherungen ¥ * der Eigenfunktionen ¥ so
variiert werden, daf} der Erwartungswert der Ener-

gie ( ' |H| 97) minimal wird.

(Y|H|Y¥)=(H)=min. (1)
In fast allen Fallen sind die Eigenfunktionen nicht
bekannt. Man ist daher auf das Verfahren (1) an-
gewiesen, in welchem eine endliche Anzahl von Para-
metern im Naherungsansatz Verwendung finden. Die
auf diese Weise erhaltenen Energiewerte sind obere
Grenzen fiir den Energieeigenwert des Grundzustan-
des E,

(HYy —Ey=¢> =0, (Index 0 bedeutet
Grundzustand)

(2)

und die entsprechenden Approximationen ¥ stellen
hdufig keine ausreichenden Niherungen fir die
Eigenfunktionen dar. Man erkennt das daran, daf}
die mit ¥ berechneten Erwartungswerte und Uber-
gangselemente, die uns Informationen iiber ein vor-
liegendes System liefern sollen, mit den korrespon-
dierenden MeBwerten, soweit diese bekannt sind,
in vielen Fallen mangelhaft iibereinstimmen.

Diese allgemein bekannte Tatsache ist oft schon
deswegen hervorgehoben worden, weil die zu diesen

* Im folgenden als reell vorausgesetzt.

¥.Funktionen gehorenden ¢2/E-Werte nach (2)
schon sehr klein sind und z. B. bei den konventio-
nellen Verfahren (self-consistent-field-Verfahren,
Konfigurationswechselwirkung) in der Grofenord-
nung von einigen Prozent und kleiner gefunden wer-
den.

Nur bei Verwendung einer sehr groflen Anzahl
von Parametern im Variationsansatz (beim Helium
sind iiber 1000 verwendet worden!) kann auch in

den mit ¥ berechneten Erwartungswerten und Uber-
gangselementen (Oszillationsstarken, Suszeptibilita-
ten, Elektronendichten am Kern usw.) weitgehende
Ubereinstimmung (kleiner als 1% Fehler) mit den
exakten Werten erreicht werden.

Es erhebt sich also die Frage, inwieweit man be-
rechtigt ist, aus der GroBenordnung von &2 auf die
Genauigkeit der Erwartungswerte und Ubergangs-
elemente zu schliefen, die mit dem jeweiligen Nahe-
rungsansatz berechnet worden sind. Bevor wir auf
diese Frage néher eingehen, miissen wir die bisher
bekannten Kriterien fiir die Giite einer Variations-
funktion diskutieren.

Die verschiedenen Kriterien

Hier ist zu unterscheiden zwischen Relationen, die
einen Vergleich zur exakten Losung darstellen oder
zumindestens diese beim Vergleich auf irgendeine

1 T. Kinosmira, Phys. Rev. 115, 366 [1959]. — C. L. Pexeris,
Phys. Rev. 115, 1216 [1959].
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Weise voraussetzen, und denen, die einen spezifi-
schen Test an die Giite der Approximation eines P
durchfithren und gleichzeitig fiir eine Bestimmung
von ¥ geeignet sind. Zu den ersteren gehort das
Fehlerquadrat zur exakten Wellenfunktion

f(T—.’i’)2d1=1]2 (3)

und in gewisser Weise auch (2), da der exakte
Eigenwert erforderlich ist, der unter Umstdnden aus
den Messungen entnommen werden kann. Da aller-
dings im allgemeinen nur die nichtrelativistische
Scur6pINGER-Gleichung behandelt wird, ist in die-
sem Falle die diesbeziigliche Korrektur an den MeB-
werten vorzunehmen, die immer ungenau ist, weil
die Berechnung der relativistischen Korrekturen bis-
her nicht vollstandig gelungen ist.

Ferner gehort dazu die Differenz des Erwartungs-
wertes eines Operators f vom exakten Wert |

(fy—f=o0. (4)

Fiir die zweite Gruppe von Kriterien ist die Bildung
der sogenannten lokalen Energie @ zu nennen 2

HYW =), (5)

die fiir die exakte Losung im ganzen Raum konstant
und gleich dem Eigenwert ist. Ein weiterer Test be-

steht darin, den Ausdruck
J{H~(H)) ¥} de=(H?) - (H)2=5* (6)

zu bilden, der fiir ¥ = ¥ verschwindet 2 3. Mit Hilfe
der lokalen Energie 18t sich (6) auch in der folgen-
den Form schreiben:

8= (¥ w— (H)}P) (7)

Mit den beiden letzten Relationen ist es moglich,
weitere Variationsverfahren zu formulieren, die un-
abhingig von der Energievariation sind, aber eben-
falls zur wirklichen Losung fithren. Wir haben dann
die Forderungen

(8,9)

o = moglichst konstant und %= min

zu stellen, aus denen dann wieder Naherungen fiir ¥
erhalten werden konnen. In (7) ergab sich schon ein
Zusammenhang, der die beiden Forderungen (8)

2 J. H. Barteert, Phys. Rev. 98, 1067 [1955]. — A.v. Mon-
RENSTEIN, Z. Phys. 128, 395 [1950].

3 H. M. James u. A. S. Cooringe, Phys. Rev. 51, 860 [1957].
— R. E. WiLLiamsoxn, Phys. Rev. 62, 538 [1942].

4 C. Eckarr, Phys. Rev. 36, 878 [1930].

5 H. Suur u. P. O. Léwpi~, Phys. Rev. 110, 1466 [1958].

6 P.O.Lowpiy, preprint 35, Quantum Chemistry Group,
Upsala 1960.
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und (9) verkniipft. Bemerkenswerterweise existiert
zwischen €2 und 7> sogar eine Ungleichung in der
Form *

7o = &g’/ (Ey—Ey) , (10)

so daB, bei Kenntnis des Eigenwertes E; des nich-
sten angeregten Zustandes, bei bekanntem &,? eine
obere Grenze fiir das Fehlerquadrat (3) zur exakten
Wellenfunktion des Grundzustandes gefunden ist.
Grobere Abschdtzungen werden erhalten, wenn fiir
E, eine untere Schranke eingesetzt wird. Eine Er-
weiterung von (10) ist spater auch fiir angeregte Zu-
stinde hergeleitet worden °.

Ein dhnlicher Zusammenhang wie in {10) existiert

auch fiir o nach (4) und u« nach
@@= [{(f- () 2} dr,

der sich in der folgenden Ungleichung ergibt §
6<2(1-8%)tu,

(11)

(12)
wenn

S= (¥, %) und = (P+¥)(2£28)", (13)

wobei (12) fir beide Vorzeichen gilt.
Wegen (3) gilt noch

»?=2(1-1S5), (14)

so daB} #? an Stelle von S in (12) eingefiithrt werden
kann.

Im Zusammenhang mit den Kriterien zur Beurtei-
lung der Giite von Naherungsfunktionen mufl noch
erwihnt werden, daB sich neben der oberen Grenze
fir die Energie, die nach (2) gegeben war, auch
untere Grenzen finden lassen, so etwa nach?

Ey2 (H) -4,
oder®  Ey= (H)—3¢/(E,— (H)) .

(15)
(16)

Im letzten Falle ist allerdings wieder E; oder eine
untere Schranke erforderlich. Das gleiche gilt fir
eine andere untere Grenze °

Eyza—{(H?*)-2a(H)+a}""  (17)
in der a der Beschrankung
EySa < 3(Ey+Ey) (17 a)

7 D. H. WeinstEIN, Proc. Nat. Acad. Sci. 20, 529 [1934].

8 G. TemeLg, Proc. Roy. Soc., Lond. A 119, 276 [1928].

9 A.F. Stevesson, Phys. Rev. 53, 199 [1938]. — A.F. Ste-
venson u. M. F. Crawrorp, Phys. Rev. 54, 375 [1938]. —
I.K. L. MacDo~avrp, Phys. Rev. 46, 828 {1934]. — T. Karo,
J. Phys. Soc., Japan 4, 334 [1949].
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unterliegt. Eine Diskussion der unteren Grenzen fiir
die Grundzustinde nach (15), (16) und (17) ist
kiirzlich an Hand einiger Beispiele durchgefithrt wor-
den 10,

Wir haben die verschiedenen Moglichkeiten der
Giitepriifungen angefiihrt, um eine ausreichende Ba-
sis fiir die folgenden Diskussionen zu haben.

Die Giite einer Naherungslosung

Zuerst 1af3t sich feststellen, daf} die Energievaria-
tion (1) gegeniiber anderen Variationsverfahren
nicht ausgezeichnet ist. Beziiglich des Konvergenzver-
haltens lassen sich Beispiele anfiihren, in denen die
unteren Grenzen niher an den wirklichen Energie-
werten liegen als die mit der gleichen Funktion be-
rechneten kleinsten oberen Grenzen nach (1) 1. Al-
lein die Tatsache, dal in der Regel die Integratio-
nen in (H) im Vergleich zu (H?) einfacher sind, hat
bei den Rechnungen den Ausschlag fiir (H) gegeben.
Dies ist beziiglich einer ausschlieBlichen Energie-
berechnung berechtigt. Wird aber mit einer Energie-
variation auch die Absicht verfolgt, Ndherungslosun-
gen zu erhalten, mit denen bestimmte Erwartungs-
werte oder Ubergangselemente ausgerechnet werden
sollen, so ist Vorsicht geboten.

Wenn namlich die sogenannte Giite einer Nahe-
rungslosung beziiglich der entsprechenden Eigen-
funktion durch einen Test festgelegt werden soll, so
kann die Giite einer Funktion in diesem Sinne nur
aus der Genauigkeit hergeleitet werden, mit der die
Eigenschaften eines Systems berechnet werden. Be-
kanntlich aber werden bei der Berechnung von (f)

andere Anforderungen an die Genauigkeit von ¥ ge-
stellt als bei der Energievariation. Im ersten Falle
sind die Stellen, an denen ¥ f ¥ grof} ist, mit gro-
Berer prozentualer Genauigkeit erforderlich, wah-
rend diese sich bei der (H )-Variation als diejenigen
erweisen, an denen ¥ H ¥ grof} ist. Mit anderen
Worten: betrachten wir einen bestimmten Variations-
ansatz, der eine fixierte Anzahl von Variationspara-
metern enthilt, so werden diese nach (~1) so be-
stimmt, daB} in Gebieten mit maximalem ¥ H ¥ die-
ser Ausdruck prozentual am genauesten wird.

10 A. Froman u. G. G. Havt, preprint 42, Quantum Chemistry
Group, Upsala 1960.

11 K. Yamazakr u. E. H. Lies, J. Math. Phys. (im Druck). —
K. Yamazaki, Nucl. Phys. (im Druck).

12 Man vergleiche P. O. Lowpix, preprint 35, S. 8/9, Quantum
Chemistry Group, Uppsala 1960.
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Wir sehen daraus, daB der Wert von £2 nach (2),
selbst wenn nach (10) 72 kleiP wird, noch kein MaR
dafiir ist, wie gut mit diesen ¥ die o-Werte nach (4)
erwartet werden diirfen, was in der Literatur oft
vorausgesetzt wird.

Es 1aBt sich leicht ein Beispiel in der Form an-
geben, dal}, selbst wenn eine Folge von Naherungs-
funktionen ¥® P@ .. W™ 5o entwickelt werden,
daB £ mit laufendem n gegen Null geht (und somit
auch 72), die entsprechende Folge der (n|f|n) = (f),
nicht gegen f konvergiert.

Setzen wir z. B. beim Wasserstoffatom
r<n,

r=n (18)

und bestimmen a, 3, 7 so, daf} an der Stelle r=n
Funktionswert sowie erste und zweite Ableitung
iibereinstimmen, so gilt zwar

lim 302=0,

n—> oo

lim 7702 =0 N

n— oo

(19)

aber es ist leicht zu sehen, daf} die Integrale (r),
und (2?), nicht existieren. Es besteht also kein Zu-
sammenhang zwischen ¢ und ¢ (Anm.?). Der Ab-
fall der Funktion nach Unendlich, der fiir die Ener-
gievariation in erster Naherung belanglos ist, kann
bei der Berechnung von bestimmten Matrixelemen-
ten (f) von entscheidender Bedeutung sein. Dies ist
auch einer der Griinde dafiir, daB die aus den self-
consistent-field-Methoden erhaltenen Ubergangsele-
mente und Erwartungswerte besonders bei den ener-
getisch tieferen Zustdnden stirker abweichen als bei
Ubergingen zwischen hochangeregten Termen, bei
denen das Maximum der Dichteverteilung weiter
drauBen liegt 3.

Vom Standpunkt der Erreichung moglichst guter
Erwartungswerte und Ubergangselemente (nicht der
Energie) ist die Energievariation ein weniger giinsti-
ges Verfahren, um die notwendigen Naherungslosun-
gen zu erhalten, denn erst bei Verwendung einer
sehr groBen Anzahl von Parametern kann, wenn
auch nicht mit Sicherheit, erwartet werden, dall o
klein wird.

Es ist daher zu versuchen, ob es nicht moglich ist,
neben (1) Variationsverfahren zu formulieren, die

13 W. Koros u. C.C.J. Rootaaax, Rev. Mod. Phys. 32, 205
[1960]. — E. Trerrrz, A. Scuriter, K. H. DertMar u. K.
JorcEns, Z. Astrophys. 44, 1 [1957]. — E. A. HyLLERAAS,
Z. Phys. 106, 395 [1937].
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mit einem kleineren Aufwand von Parametern Na-
herungen zu bestimmen gestatten, mit denen schon ¢
klein erhalten wird. Vielleicht gelingt es sogar, eine

Variation durchzufiihren, die besonders ¥ an den

Stellen grof3er g’f ¥ an ¥ angleicht.

Es ist namlich zu bedenken, daf} es in der Quan-
tentheorie der Vielelekironensysteme keinen Fall
gibt, bei dem die Kenntnis der ¥-Funktion im gan-
zen Raumbereich notwendig ist, um eine Information
iiber ein vorliegendes System zu erhalten. Das be-

deutet wiederum, dal ¥ nur in bestimmten Raum-
gebieten gut mit ¥ iibereinstimmen muf}, was sich
auch mit Funktionen erreichen laBt, die zwar nicht
mehr im ganzen Raum die exakte Losung ausrei-
chend genau approximieren (wenn nicht wieder eine
grofle Anzahl von Parametern Verwendung finden),
die aber z. B. die Integrationen in (H?) bei einem
sinnvollen Aufwand erméglichen *.

Um zu einem Variationsproblem zu gelangen, das
in gewiinschter Form zu kleinem o fiihrt, betrachten
wir die Forderungen (8) und (9): Die Minimum-
forderung (9) verstirkt noch die Begiinstigung der
Stellen grofler ¥ H ¥ und ist in dieser Form fiir
uns nicht brauchbar . Das Prinzip (8) wurde bis-
her in der Form

‘HPG
e -

1]

)2 =min ; Pi) — ij(r(i)) (20)

verwendet 13, wobei der Parameter ¢ entweder als
mit zu variierender Parameter oder auch gleich (H)
gesetzt werden kann, da dieser fir ¥ = ¥ gleich
dem Energieeigenwert ist. Die Variation (20) kann
vorerst fiir beliebige Punkte 1(; durchgefiihrt wer-
den, indem nach Fixierung der 1(; die Funktion ¥
variiert wird. Verlangt man nun nach Setzen von
c=(H), daf} das Abweichungsquadrat von (20) an
den Stellen klein sein soll, wo (f fi’)z grof} ist, und
geht zur Integration iiber, so kann (20) in die fol-
gende Form gebracht werden:

[ (B~ fa— (G- Byan

=0%(f) =min, (21)

* Als Beispiel seien die Gauss-Funktionen genannt, mit de-
nen alle auftretenden Integrale in (H2?) berechnet werden
konnen.

1¢ H. Preuss u. E. Trerrrz, Phys. Rev. 107, 1282 [1957].
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wobei wir f bevorzugt als Funktion (z. B. r%, 22 usw.)
auffassen wollen, was im allgemeinen bei den Er-
wartungswerten und Ubergangselementen der Fall
ist. Auf diese Weise haben wir eine Verallgemeine-
rung von (9) gefunden, wie sie schon vor Siniger
Zeit vorgeschlagen worden ist!6. Fir ¥ =¥ wird
das absolute Minimum 62 (f) = O erreicht.

Eine an~dere Interpretation von (21) geht davon
aus, dafl ¥ die Losung der folgenden ScHRGDINGER-
Gleichung ist 17,

(H+V) y=¢7, (22)

wobei der Eigenwert ¢ gleich (H) ist. Das soge-
nannte ,, Fehlerpotential“ V ist ein grobes Maf} fiir
die Abweichung | 7 — ¥ |, denn fiir ¥ =0 ist =¥

und ¢’ =E . V ergibt sich im einzelnen zu

V—(H -HYPV. (22 a)

Verlangt man wieder, daf} das Fehlerpotential an
Stellen grofler (f i’)? klein sein soll, so kann ge-
setzt werden

[ (f ¥)2 V2 dr = min, (23)
was wieder mit (21) ibereinstimmt, wobei sich
zwanglos ¢ = (H) ergibt.

Da die Giite einer Naherungslosung nur aus der
Genauigkeit des mit ihr berechneten Erwartungswer-
tes hergeleitet werden kann, muf} eine Giitedefinition
auch f enthalten. Wir nehmen hier an, daf diese
durch den Vergleich von f ¥ und f ¥ erfaBt wird,

und setzen in Erweiterung von (3)
S -8 de=n2(f, ¥)

und deﬁnigren 72 (f, i’) als ,,Giite einer Variations-
funktion ¥ im Hinblick auf f“. Fiir die Beispiele
(18) und (19) ergibt sich dann, dafl

lim 72(1, ¥®) =0,

n—> 0o

7 (r, PM) = o .

(24)

(25)

aber (25a)

Es sei noch darauf hingewiesen, daB sich 72 (f, f’) in
einer Weise umschreiben 1aBt, dal3 es sich als eine
Summe von Termen ergibt, die fir ¥'= ¥ ver-
schwinden und von denen der eine 62(f, ?Z’) darstellt.

15 A. A. Frost, R. E. KeLroge u. E. C. Curtis, Rev. Mod. Phys.
32, 313 [1960].

16 H. Preuss, Z. Naturforschg. 13 a, 439 [1958].

17 A. Larorcug, C. R. Acad. Sci., Paris 238, 1033 [1954].
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Aus (24) folgt, wenn von der ScHRODINGER-Glei-
chung fir ¥ Gebrauch gemacht wird,

2 (f, T = /[(H E)P+H(Y—%)]2dr.
(26)
Da in erster Naherung E = (H) gesetzt werden darf,
so ergibt sich aus (26) weiter
2, W) =1 ={o, Py 4 [RIHY - P)]2de

;?[(l—] H)) YH(W-P)di} + ..
(26a)

wenn Glieder hoherer Naherung vernachlidssigt wer-
den.

Die Behandlung des Variationsverfahrens (21)

Nach Ausmultiplikation ergibt sich (21) in der
Form
O(f, W) = (PH?) —2(f H)(H) + (H)* (),
die fiir die weiteren Rechnungen verwendet werden
soll. Die Behandlung von (27) wollen wir so vor-
nehmen, indem wir die Ndherungslosung als Linear-
kombination eines vollstandigen Funktionsansatzes
Yk ansetzen

(27)

W i Cx ¥

K=1

(28)

und 62 in den Cx zum Minimum machen. Dies fiihrt
in bekannter Weise auf ein Sakulargleichungssystem
zur Bestimmung der Cg

Q
Z CL{PS,’,_]~ SSL} =0; Ssr.=
. S=1,...,0Q),

welches nur dann eine Losung hat, wenn die De-
terminante

(PsPr); (29)

iPSL—lSSleo (29a)

verschwindet.

Aus (29 a) lassen sich dann die zu jedem Eigen-
vektor C;! (i=1,...,Q) gehorenden 4; bestimmen.

Die Matrixelemente Pg; sind wiederum von den
Ck abhingig, so dall (29) und (29 a) nur iterativ
gelost werden konnen, indem von einem angenom-
menen Satz der Cx ausgegangen wird, der die Be-
rechnung der Ausgangswerte der Pg;, in (29) und
(29 a) ermoglicht. Aus (29) ergeben sich dann neue
Ck , mit denen der Vorgang wiederholt wird.
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Im einzelnen ergibt sich Pgz, zu

Ps.= (PH?)s.—2(ff H)s. ) CyCy (H

M,N

H)sp D' CyCy (P H)yy
N

+2(H)st Y’ CuCyCoyCy (H)un (fF)uv
M,N, U,V

+ (f*) st Z CyCyxCyCy(H)yy (H)yy.

M,N, U,V

yuy  (30)

Bei der Iteration von (29), (29 a) ist zu beachten,
daBl diese nur fiir einen bestimmten Eigenwert 2;
durchgefiihrt werden kann. Man erhalt also schlief3-

lich Q Naherungsfunktionen !Z’,- , wobei

& (f, i) = (31)

Die Erwartungswerte und Ubergangselemente er-
geben sich dann zu

AR ZO,‘C’, T
Da fiir ‘[’,; = ¥; das absolute Minimum von 62 (f) er-
reicht wird, ist zu erwarten, daf} fiir @ — oo in (28)
die Naherungslosungen von (29) in die exakten Lo-
sungen der ScHRODINGER-Gleichung tibergehen, wobei
die Struktur des Variationsverfahrens schon fir
kleine Q bessere Erwartungswerte und Ubergangs-
elemente zu berechnen gestattet, als dies in der Re-
gel bei gleicher Anzahl der Wk in{(28) bei der Anwen-
dung der Energievariation der Fall sein diirfte. Es
ist beabsichtigt, die Untersuchungen dariiber fort-
zusetzen.

Abschlieend sei ein einfaches Beispiel fir (21)

angegeben 16: Setzt man fiir ¥ des H-Atom-Grund-
zustandes

(32)

¥(a) =N(a)/(atr)t

(N, Normierungskonstante),

(33)

und bestimmt a fir f=r aus (21), so erhilt man
im Minimum o= 2,015 at. E. Das dazugehérige &2
betragt 0,071 at. E., wihrend sich 0, des Grundzu-
standes zu 0,010 at.E. ergibt. Aus der Energie-
variation folgt ein a-Wert von 2,667 at. E. mit
£2=0,030 at. E. Der entsprechende o,-Wert ergibt
sich dann zu 0,500 at. E. Da f=1,5 ist, wird also
mit Gl. (33) nach (21) der Erwartungswert auf
0,7% genau erhalten, wihrend (r) bei Verwen-
dung der Energievariation noch um 33% falsch ist.

Ich danke Frau I. Fuske fiir einige hierzu durchge-
filhrte Rechnungen.



